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Vorwort

Das in diesem kleinen Heftchen vermittelte Wissen setzt Abiturienten-Niveau in
den Gebieten Mathematik und Physik voraus. Es wurde speziell darauf geachtet,
die physilzalischen Gesetzméilgig’lzeiten relativ* genau zu beschreiben —wobei das
Wortchen relativ, relativ ist- und ohne Niherungsannahmen zu arbeiten.
Unabhingig dieser Betrachtungsweise wird das Ergebnis (besser: der Zahlenwert
des Ergebnisses) dennoch ,nur” eine Niherungslssung sein, da, aufgrund der
Komplexitit des Themas, nur ecine iterierte Lésung mit Hilfe eines
Computerprogramms zustande kommt. Weiters méchte ich darauf hinweisen,
dass sich der Flug der Rakete im Wesentlichen aus vier Teilen zusammensetzt. 1.
Ausstollphase des schweren Mediums, 2. Ausstofphase des leichten Mediums, 3.
Freiflug, 4. Fallen. Die Teile 2 und 4 werden nicht beriicksichtigt, da Teil 2 nicht
wesentlich zur Erhshung der Flughshe beitrigt, und Teil 4 das Zuriickkehren an
die Oberfliche beschreibt.
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1.0 Beweg’ungsg'leichung' wéihrend cler Impulsphase

1.1 Allg’emeines

Das Prinzip des Raketenantriches ist eine direkte Folg’erung‘ des dritten
Newton*schen Axioms ,Actio ist gleich Reactio“. Es besagt, das ein Kérper,
welcher eine Kraft auf cinen anderen Kérper ausﬁl)t, ebenso von diesem Kérper
eine Kraft g’leichen Betrages aber unterschiedlichen Vorzeichens erfahrt.
(15 1=-F> ).

Wihrend der Impulsphase g‘ilt folgen(].es Bild.
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Die Schubkraft ergibt sich aus folgender Uberlegung. Da wir die ,innere* Kraft
welche die Rakete beschleunigt nicht kennen, miissen wir auf einem Umweg zu
ihr gelangen. Wie schon oben erwihnt gilt das 3. Newton’sche Axiom ,Actio ist
gleich Reactio“. Dies machen Wir uns zu Nutze. Wir betrachten zu diesem

Zwecke nicht die Rakete seH)st, sondern nur das kinematische Verhalten des
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Mediums aus dem der Schub erwichst (hier: Wasser). Geling’t es uns, eine Kraft
aus diesem Verhalten al)zuleiten, so kennen wir die Schu]o]zraft, welche die Rakete
]:)escllleunig't, da ja g’i]t: actio = reactio.

Folg’ender Ansatz:

Wichtig‘: Das Bezugssystem bei unseren Ul)erleg’ung’en bildet hier die Rakete.

Warum ?

Die Wasser-Massen stollen sich von der Rakete ab. Genau so, wie die Rakete von

dem Wasser. Zum besseren Verstindnis denke man an einen Schienenwag’en auf

dem jemancl scht und Steine in eine Richtung’ wirft (entlang’ der Schienen).

Der Impuls des Mediums zum Zeitpunlzt t ist:

pt) =m - v. (1.1)

nach einer kurzen Zeitspanne At hat sich die Masse des Mediums um Am

verg‘r(’i[gert. Der Impuls ist:

p(t + At) = (m + Am) - Ve (1.2)

Die Differenz ist:
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Af)=rn-§'7e+Am~§;e—m'§}e (13)
Af) = Am . {’Ie (14)

In differentieller Form:

dp = dm - . (1.5)

Division durch einen infinitesimalen Zeitschritt dt

& _dm
E = ‘lt Ve (16)

Da eine Kraft die Zeitliche Ableitung des Impulses ist folgt:

Fs = -F (1.8)

Da sich das Medium von der Rakete ,,entfernt“ (entgegengesetzt der

Beweg’ung’srichtung’ der Ralzete) definieren wir Ve in vektorieller Schreibweise:
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0
Ve = O (1 . 9)
— Vez

Da die x und y-Komponente 0 ist, entspricllt der Betrag von ve g’leicl‘l der z-

Komponente. Aus diesem Grunde wird in spaterer Folg’e ve statt vesz verwendet.

Die Schubkraft lautet daher:

Fs=——2| 0 (1.10)

Die Gravitationskraft ist:

0
Fg=m| 0 (1.11)
—g

Die Widerstandskraft auf Grund des Luftwiderstandes errechnet sich:

Fv=cv |q-dS (1.12)
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Der Stauclruclz (_;i errechnet sich:
~ P vV o2
G=r-—|F (1.13)

2 Tl [+
Betrag’sméifgig’ ist q
il = P ”VHZ (1.14)

2

Da wir aber vektoriell rechnen, muss eine Richtung’sinformation (Einheitsvelztor!)

erhalten bleiben. Dies leistet der Term:

|«

=

Zuriick zur Widerstandskraft:

(1.15)

(1.16)
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Da
0
v=|0 (1.17)
Vz
folg’t:
0
g=10 (1.18)
qz
(1.19)

qx nx 0 nx
= Fy = CWJ qv || ny [d(x,p) = CWI 0 |-| ny |d(xr,@) = chqz -1z d(r, @)

qz nz qx= nz

B B B

Da die Strémung‘sgeschwindig‘lzeit der Luftteilchen relativ zur Rakete &rtlich

konstant ist, zeitlich aber variiert:

8_X qx -

i °| qy|= O + Oay + Oqr = (].ivfj = 0,6—q =0
Oy Ox Oy 0z t

) a

dz

vereinfacht sich die Widerstandskraft zu:

I_jw =Cw- qu. nz (1(1‘, (p)

B

(1.20)

(1.21)
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Der Terxn

J‘nz cl(r,(p) (1.22)

B

ist die projizierencle Flache in Richtung des Striimung'sgeschwindiglzeitsvelztors.

Die Widerstandskraft lisst sich dadurch vereinfacht schreiben:
Fo=c A % — (1.23)
Da die Widerstandskraft die Bewegung der Rakete hemmt, erg’il)t sich Fuw zu:

F.=—c - A % — (1.24)

Die Beweg’ung’sg’leiehung’ lautet nun:

m-a=F.+Fs+Fy (1.25)
0 0 0
_  dm
m-a=——| 0 |+m| O [+ 0 (1.2())
dt pL

- ve _g —Cw'Aproj'?'VZ
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Man sicht, das die Rakete nur vertikal (z-Richtung‘) translatiert, was unserer

Annahme entspricht.

m‘a=d_m'Ve_m‘g’_Cw‘Apr0j‘E'V2 (127)
dt

dm

—— =mn 1.28
™ (1.28)

Die Beschleunig’ung’ der Rakete ist eine Differentialg’leichung‘:

ClV m Cw pL 2
_=a=_'Ve_g‘_7'Apro]"_‘V (130)
dt m m

Die Masse m ist zeitlich nicht konstant. Sie setzt sich aus der Eigenmasse der
Rakete plus der Masse des Mediums zu Beginn, minus der ausgestoRenen Masse
zZusammen.

Eigenmasse plus Masse des Mediums zu Beginn ist:

meg =M+ (F-V) p (1.31)

Die ausg’esto[genen Masse erg’il)t sich aus folg’ender I"j]oerleg'ung:
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Vol(t) = A - h(t) (1.32)
t
Vol(t) = A - I ve(&) A& (1.33)
0
t
maus(t) = p- A - jVe(g) d¢ (1.34)
0
t
m(t)_M+(F—V)-p—p-A.IVe(g)dg (1.35)
0

Der Massenstrom m errechnet sich aus:

m(t) = A - ve(t) - p (1.36)

Da Aproj= B erg‘il)t sich fiir die Beschleunig’ung’:

2 o Bl (0)2

a<t>: A Ve(t) P . _g,_ 2 .
M+(F—V)-p—A-p-jVe(§)d& M+(F—V)-p—A-p-jVe(&)d&

0 0

(1.37)
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A-ve®2 - poov B2 y@)2

alt) = Zt —g (1.38)

M+(FV)-pA~p~IVe(§) de

0

2.0 Austrittsg’eschwindiélzeit des Mediums

Die Austrittsgeschwindigkeit liasst sich mit Hilfe der Bernoullischen
Druclzhéheng‘leichung‘ berechnen. Diese Gleichung’ loesagt, dass die Summe aus

statischen Druck, kinetischen Druck und g’eodéitischen Druck konstant ist.

2
p +pgh1 + PP

2
Ipoo-l-pg'llz-l-p%

ve2 = % . (p — poo) + Zg’(hl — }12)+ VB2

Der Term Zg'(lll - 112) existiert nur aufgrun(l der Gravitation. Da die Gravitation
keine Kraft, welche aus der Wechselwirlzung zwischen Rakete und Medium
entsteht, ist, tragt dieser Term nichts zum Schub bei.

Daraus folgt:
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. (p - poo) + VB2 (2.2)

2 _
Ve =

2
p

Aufg’run(l der Kontinuitéitsl)e(ling’ung' folg’t:

A
B=—"vVe 23
v B v (2.3)
2.1 Druck im ,Brennraum*

Da die Expansion des ,Brennraumes“ so rasch von statten g’e}lt, lieg’t eine

adiabatische Zustanclséinderung’ des ,,Brennclruclzes“ vor. Das heilgt, es findet kein
Wirmeaustausch mit der Umgebung statt (dQ = 0)

Aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamilz und der allg’emeinen

Zustandsgleichung (fiir ein Mol )

dU = dQ - pdV
p-V=R-T

folg‘t:
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t K
p(t)-| Vo+ A - JVe(g) d&¢| =po-Vo® (2.6)
0
V K
p(t) = po- - . (2.7)
t
Vo+A - jw@ dg
0

Zuriick zur Austrittsg’eschwindig’lzeit des Mediums:

Ve(t)2 =

% (p() = pe)+ vilt)? 2.8)

Fiir ein Besseres Verstindnis der nun gleich folgenden Erkenntnisse, wird diese

Gleichung’ auf vs umg’eformt und fiir P eingesetzt.

ve” = —-| po- —po |+ VB (2.9
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(sz 5 2 Vo , (2.10)
— *vB"T = —-| po- —px |+ VB
A P t
(Vo+B- j vB(E) dg)*
0
Auch hier haben wir es wieder mit einer Diﬁerentialg’leichung’ zu tun da:
t
j vB(&) d& = h(t) und, (2.11)

0

dh
T = (2.12)

Daraus folg’t:
B\ (dh) 2 Vo~ dh Y’
HE s[m} & =

Jetzt erst erkennen wir die Sinnhaftig’lzeit, warum wir mit Vs rechnen. Da vB die

Gescllwindig‘lzeit des Flﬁssig’lzeitspeg’els ist, kann man sich unter der Funktion

ll(t) recht gut den Weg, welchen der Flﬁssig’lzeitspegel durchschreitet vorstellen.

In der Tat wird mit Hilfe von der Funktion ll(t) der funktionelle Zusammenhang’
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zwischen dem zuriickgelegten Weg des Fliissigkeitspegels und der Zeit
beschrieben.

Da es fiir diese Differentialgleichung keine Allgemeine Losung gibt, muss diese
Gleichung:

K 2
ch = % . PO . VO - Poo + (éj ch (2.14)
p t ) B
Vo+ A - J‘ve(i) d&e
0
. . VOK —
PO . P (2.15)
1 Vo+ A - jve(i) de

Ve =

diskretisiert und durch Iteration gelést werden.
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Da aber ve nur durch Iteration g’eli')st werden lzann, muss auch die gesamte

Bewegungsgleichung iterativ gelsst werden. Die Iterationsschleife ergibt sich wie

folg’t:
Anfang’:
At=0
1. Schritt
. 0 . VOK f—
P « p»
n
} Vo + E A - Ve(l‘l) At
0
velm +1) = (2.16)
A2
()
B
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2. Schritt
A-ve@m)? p-cv B- P ym)?
a(n+1) = - -8 (2.17)
M+(F-V).-p- E A p-ve(n) |- At
0
3. Schritt
At = Wert (zB.:0.001)
A
a
t L
n
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oder
v(n+1) = (an) + ;(“ +1)) v(n) (2.20)
4.. Schritt
A%
n
<= v(n) + v(n + 1) A (2.21)
z |, 2
0
Oder
stn+1) = (v(n) + ;(“ +1) s(n) (2.22)
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Diese Schritte sind solange zu wiederholen, bis

n

(F-V)-p- E A -p-ve(n) |At =0 (2.23)

0

ist. Ist diese Gleichung’ Null, so wurde genau so viel Wasser ausg’esto[gen, wie

ursprﬁnglich zur Verfﬁg’ung’ stand.

oder bis die Gleiol‘lung’
po- Vo ——ps <0 (2.24)
Vo + E A - ve(n) |- At
0

ist. Dies bedeutet, dass kein Uberdruck mehr vorhanden ist um das Wasser
auszustolen. Die Masse der Rakete setzt sich dann aus der Leermasse plus der

Masse des in dem ,Brennraum* zurﬁclzg’el)liel)enen Mediums zusammen.
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3.0 Beweg’ung’sg’leichungf Freiﬂug

=

LSO ABHLDS)

(PUGLEJapaL T

X |

Die Beweg’ung’sg’leichung’ fiir den freien Flug’ lautet:

m -3 = Fg+ Py (3.1)
az-g—cﬁW-B-% v2 (3.2)

Die Masse M der Rakete setzt sich aus der Leermasse plus der eventuell
zuriiclzg’el)lie})enen Masse des Mediums im ,Brennraum“ zusammen.
Diese Gleichung’ ist eine Diﬁerentialg’leichung‘ mit einer Aﬂg’emeinen Lésung. Da

das bestimmen
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dieser Losung nicht unl)ecling’t trivial ist, wird die Lésung mit Hilfe eines

mathematischen Computerprogramms generiert.

Die Bewegungs g’leichung’:

d 1 CwBrv(t)?
V(t)j+ gr-—— "B g
Die L('jsung’ dieser Differentialg’leicl‘nung’ ist:
tan{ngCWBerE/IH_Cl)ﬁj gMCwBT 42
V() =- CwBT
(3.4)

Da es zu Verwechslung’en der beiden Geschwindig’lzeiten (Geschwindiglzeit
wihrend der Impulsphase und Geschwindig’lzeit im Freiﬂug’) kommen kann, wird

v(t) im Folg’enclen mit gesclzwina’igleeit bezeichnet.

Die Konstante _C1 wird mit der Anfang’sl)ecling'ung

geschwindigkeit(t = 0) = v (3.5)
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bestimmt.

Die Konstante _C1 lautet somit:

2. /gMCwBTr
JgMCwBTr (3.6)

M /2 arcta CwBrvy2 ]

_Cl:=

Die Geschwindig’]zeitsfunlztion ist dann:

geschwindigkeit:=

CwBrv.2
Mﬁarctau{j
2/gMCwBr
JOIMCwBTr|t— 2
1 g r[ JgMCwBr J[
5 N JagMCwBT 2

CwBTr (37)

tan

Die Steig’}lﬁhe erhilt man durch Integration der Geschwindig‘lzeitsfunlztion

(3.8)
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CwBrv,/2
teighoehe := M.2 arctan(ij
steighoene 1 ﬁMCwBr[t— MZCJW 2
tan| 5 Mg JgMCwBT |2
- CwBr d
steighoehe :=
CwBrv.,2
M2 arctan(j
2./gMCwBTr
q/gMCWBrLt —— s Jﬁ
Mln1+tan% MgMCWBr
— +C
CwBr (3())
Die Konstant ¢ wird durch die Anfang’s])e(ling’ung’
steighoehe(t =0)=s (3.10)

bestimmt.

Die Konstante ¢ lautet somit:

Cw B rv?
2gM
CwBr

Mln[1+ J+stBr

C:.=
(3.11)
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Die Steig’héhenfunlztion ist dann:

steighoehe :=

CwBrv,/2
Mﬁarcta\{i]
2 /gMCwBTr
W[t— Jﬁ
Mln| 1 + tan| = JgMCwB T
2 M

CwBr

CwBrV?
2gM

CwBr (3.12)

Mln[1+ J+sCWBr

+

Die Maximale Steig’}léhe ist erreicht, wenn die Gesc}lwindig’]&eit Null ist.

(3.13)

CwBrv.2
M./2 arctan( J
GMCWBT | t— 2./gMCwBr 2

tan; MgMCWBr JIMCwBT .2
- CwBr =0

Daraus berechnet sich jene Flug’zeit, welche die Steig’héhenfunletion maximiert.

CwBrv,2
M./2 arct
_ /2 areta ZJgMCWBrJ

JOgMCwBT (3.14)

t:
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Die Maximale Steig‘héhe errechnet sich somit aus

CwBrv?
2gM
CwBr (3.15)

J+stBr

M1 (1
Max_Steighoehe :=

Der Prozess des Raleetenﬂug’es wurde mit Hilfe eines selbst verfassten
Computerprogramms erfasst. Ziel Dieses Programms ist es, die optimale
Fﬁllmeng’e zu  bestimmen. AnschlieRend ein  Bildschirmausdruck  des

Ralzeten]:)erecllnung’sprog‘rammes.

Treibstoffdichte [kg/mn31: 1000.0000 Waterrocket Simulator (c)2003 Schiebl
Diisendurchnesser [ml: 0.0100 calculating. ..

Leermasse [kgl: 0.3000 calculation complete - press a key
Tankvolumen [n31: 0.0015

Gravitation I[ms/sZ21: 9.8100 Treibstoffmenge in 1: 0.72
Adiabatenindex: 1.4000 Schub in N: 49.53894647
Startdruck [Pal: 1100000.0000 Beschleunigung in g: 16.83280546
Umgebungsdruck [Pal: 100000.0000 Geschuwindigkeit in kmsh: 130.95172409
Tankdurchmesser [nl: 0.1000 AusstoBhohe in m: 4.92337984
Cl-Wert: 0.2000 Steighohe in m: 62 .67549799

ROT - a(t)
GRUN - w(t)
GELB - ve(t)
ROSA - F(t)
BLAU - s(Vol)
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LEGENDE:

M = Leermasse+(eventuell Masse Medium)
Cw =cw =Widerstandsbeiwert

B = Raketenquerschnitt

A = Disenquerschnitt

r =pr=Luftdichte

p = Mediumdichte (Wasser)

v = Geschwindigkeit

s = Impulsweg

t=Zeit

ve = Exitgeschwindigkeit (Medium)
b~ =Umgebungsdruck
bo=Startdruck

p = moment . Brennkammerdruck

F = Tankvolumen

Vo =V = Mediumvolumen

K = Adiabatenindex

g =Gravitationskonstante




